Algèbres de clifford et algèbres extérieares  by Revoy, Ph
JOURNAL OF ALGEBRA 46, 268-277 (1977) 
AlgGbres de Clifford et Alg6bres Ext&ieures 
PH. REVOY 
Universitk Mantpellier II, Place Eug.?ne Bataillon, 
34060 Montpellier, Cedex, France 
Communicated by D. Buchsbaum 
Received March 10, 1976 
1. INTRODUCTION: NOTATIONS 
1.1. 
Soit M un module sur l’anneau commutatif A et Q: M--f A une forme qua- 
dratique; I’algebre de Clifford C(M, Q) est le quotient de I’algebre tensorielle 
T(M) par l’ideal bilatere engendre par les elements de la forme x2 - Q(X). La 
structure de A-module de C(Q) est elucidee par le resultat suivant [l]: 
TH~ORJIME. S’il existe une application bilinkaire F: M x M + A telle que 
F(x, 4 = Q(x) puel q ue soit x dam M, alors il existe un isomorphisme de modules 
jiltrtfs C(M, Q) 3 A(M) = C(M, 0). 
Cette condition est vCri$ke quelle que soit Q si M est libre ou si 2 est inversible 
dans A. 
Nous reprenons cette question dans le cadre des algebres de Clifford des 
formes polynomes introduites par N. Roby [5]. Soit n > 2; une loi polynome 
homogtne de degre n est la donnee d’un A-module N et pour tout A-algebre 
commutative R d’une application fR : M BA R -+ N aA R d&pendant fonctoriel- 
lement R d’une applicationf, : M BA R --f N aA R dependant fonctoriellement 
de R et telle que f (m @ r) = r”f(m @ 1), m E M, r E R. Si N = A, on parle 
alors de forme polynome de degre n. Le module I’,(M) [3] est le module universe1 
pour ces applications, c’est-a-dire que le couple (I’,(M), m) est un objet initial 
pour la categoric formte par les couples (N, f ). De facon precise, I’ensemble des 
lois polynomes homogenes de degre n definies sur Ma valeurs dans N, F,(M, N), 
qui est un A-module pour la “somme” des applications, est en bijection avec 
Hom(T,(M), N) par l’application qui 21 u E Hom(T,(M), N) associe u 0 yn E 
F,(M, N). On note jl’application de T’,(M) dans N associee a la loi polynome f 
par l’application inverse: f = jo yn . Si n = 2, la propriete d’extension des 
scalaires pour Ies formes quadratiques montre que la donnC def, suffit g dkfinir 
f, ce qui n’est plus le cas si n > 2. 
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1.2. 
Soit TS,(IlI) le sous-module de la puissance tensorielle nieme 0” M forme des 
tenseurs symetriques, c’est-B-dire des elements de 0” M invariants par Faction 
du groupe symetrique S,, et TS(M) = GnsN T&(M). 
Rappelons que si X, ,..., xk E M, 01~ ,..., CQ sont des entiers naturels de somme n, 
on note xp;’ **.* *x2 le produit dans I’algebre TS(M) [3, p. 2511 des elements 
x2 E TS,.(M): c’est la somme de tous les tenseurs distincts deduits de x> *.a x3 
par permutation des 71 facteurs xi ; si on note KU,,...,tik le sous-ensemble de S, 
forme des permutations qui sont croissantes sur chacun des blocs form& par les 
~yr premrers entiers, puis les 01~ suivants,..., enfin les 01~ derniers: 
x9’ * *.. * Xk ak = c c(xy .** x7). 
“EKIYl....,~r 
Par exemple, si n = 3, x12 * x2 = x12xB + x1x2x1 + x2x12. 
1.3. 
Soit f une forme polynome homogene de degre 71 sur M. Rappelons [5] la 
construction de I’algebre de Clifford du couple (M, f): on considere pour cela 
les couples (S, g) oti S est une R-algebre associative non necessairement commu- 
tative et g: M @ R --z S une application R-lineaire telle que [g(x)Jn = fR(z) 1, 
pour tout x dans M @ R. On appelle algebre de Clifford de (M,f) et on note 
C(M, f) la solution du probleme universe1 pose par les couples (S, g) (pour plus 
de details, voir [5]). L a construction de C(M,f) se fait de la facon suivante: 
C(M,f) est le quotient de l’algebre tensorielle T(M) par l’ideal bilatbre J(f) 
engendre par les elements suivants: pour chaque famille (x1 ,..,, xk) d’elements 
de Met pour chaque famille d’entiers positifs (~lr ,..., a,) de somme n, 
xp’ * . . . * x;” -f(xl”” . . . &I) (1) 
0l-j $11 . . . xpl est un Clement de F,(M), produit dans l’algebre I’(M) [3] des 
xl”il. 
Si n = 2, f est une forme quadratique: l’ideal J(f) est engendre par les 
elements du type: 
x2 - Q(x) @EM) (2) 
XY + YX - 4(X? Y> 6% Y E M) (3) 
Mais du fait de la polarisation, les elements du type (3) sont combinaisons 
d’elements du type (2) et on retrouve l’algebre de Clifford ordinaire. 
Si fR = 0 pour tout R, on trouve l’algebre n-exterieure du module M, notee 
A(M, n) [6]. Nous montrerons dans le paragraphe suivant qu’il y a dans plusieurs 
cas importants un rapport entre la structure de module de C(M, f) et celle de 
4M 4. 
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Ce travail presente des resultats deja parus dans une note aux C. R. Acad. Sci. 
(tome 277, S-10-73, p. 655-657) et developpes en partie dans un chapitre de ma 
these. 
2. L’ALGBBRE GRADU~E ASSOCIBE A C(M, f) 
2.1. 
L’algebre C(M,f) t es munie d’une filtration exhaustive croissante induite 
par celle de T(M): (0) = C-,(M,f) C C,,(M,f) C *** C C,(M, f) C a.. L’algebre 
grad&e associee G = GQ,, C,(M,f)/C,-r(M,f) est engendree sur A par 
I’image de M: c’est done un quotient de T(M) et, du fait de (l), le noyau de 
T(M) + G contient les xTl* *.. * xi” et done J(O). Ainsi G apparait comme un 
quotient de A(M, n). Nous allons montrer que si M est un A-module plat, la 
surjection A(M, n) -+ G est un isomorphisme. La technique utilisee est inspiree 
de celle de P. Higgins [2] pour l’algebre enveloppante d’une algebre de Lie et 
on utilisera de facon essentielle un resultat de [6] qui donne une base de l’ideal 
J(0) en tant que A-module quand M est un A-module libre. 
2.2. DEFINITION. Une n-structure sur M. c’est : 
1) un T(M)-bimodule E; 
2) une loi polynGme de degrC n, ( ): M -+ E avec les deux conditions suivantes 
(on note encore ( ), i’application A-lint?aire de r,(M) duns E induite par la loi 
polyn6me) : 
(i) ,+~I]. . * xy>t (yfl * ‘.. * yfl”) = (Xf’ * *.- * xZ”)t (yl 1 *.* yp> Is I 
Vx, , yj E M, C 01~ = C & = n, Vt E T(M). 
(ii) i xi(*pll .  .  .  x[,ai-ll . f .  .&kl) = 2 (x[Iolll .  .  .  x[,“i-ll .  .  .  J$J) xi 
i=l i=l 
La plus simple des relations du premier type est: 
x”t( y[“l) = (XL”]) ty”, 
et pour le second 
x(x[“l) = <x[“l)x. 
Si n = 2, pour le premier type on a comme seule relation 
(x> tx2 = X?(X), Vx E M, Vt E T(M), 
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et pour le second 
et 
x((y+z) - (y) - <z>) +Y(+ + x> - <z> - (x> + 4<eY) - (x> - (Y)) 
= (<Y -i z> - <Y> - (6) $2 + ((z + x> - (2) - (4) Y + (<x + Y> 
- <x> - <Y)h 
pour tout triple x, y, z d’elements de M (en omettant le signe [2]). 
EXEMPLES. (1) Soit J(O) = I(M, n) I’idCal bilatere de T(M) engendre par 
les tenseurs xi1 * *** * x2, xFs1 (Y~ = n, xi E M. L’application naturelle de I’,(M) 
dans I(M, n) en fait une n-structure sur M. 
(2) On peut parler de morphismes de n-structures sur Met de n-structure 
universelle sur M. Cette derniere se construit aisement a I’aide de la definition: 
c’est le quotient de T(M) @ I’,(M) @ T(M) par le sous Z’(M)-bimodule 
engendre par les relations (i) et (ii). 
2.3. THBOR~ME 1. Si I(M, n) est la n-structure universelle sur M, pour toute 
forme polyndme f de de@ n sur M, G = Gr C(M, f) est isomorphe a A(M, n) = 
C(M, 0). 
Posons Tk = Qgck (0” M), Ik(M, n) = I(M, n)n Tk , A, la composante de 
degre R de la filtration de A(M, n), c’est-a-dire: 
A, = Tk + I(M, n) ‘I(M, n) = T,iI,(M, n). 
L’algebre C(M, f) est filtree par les C,(M, f) = Tk/J( f)n T, ; on a 
et 
A,.‘A,-, = T,,V:,_, + I(M, n),, Tk . 
On remarque ici que A est graduee et done isomorphe au grad& associe a sa 
filtration. 11 est clair que T,-, + J(f), Tk 1 T,-, + I(M, n), Tk et done on a 
ainsi la surjection de A(M, n) sur l’algebre G. Pour demontrer l’isomorphisme 
cherche, il suffit done de montrer que: 
Tk-, f J(f In Tk = Tk--l + I(M 4, Tk . 
Pour cela posons: 
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On a J(1) C JM C -** C Jtk) C . . . . u Jtk) = J(T(f) et Jck) C Jk . Soit alors E, = 
JcL)/Jo+r) et E le A-module Ok Ek . C’est de facon naturelle un T(M)-bimodule 
car si x EM et z E JcR) , xz et zx sont dans JutI) . De plus, En = Jcn, est le 
A-module engendre dans T, par les elements 
tJ = XI’ * .‘. * x3 -j&J,..., xjldl”‘). 
L’application lineaire de m(M) dans E, qui associe (T a x~J 0.. xlp”] est une loi 
polynome de degre n sur M et E, muni de cette loi, est une n-structure sur M. 
Pour verifier le premier systeme de relations, il suffit de considerer 
u zzz [(f&q * .. . * x$“) -f&J ... &“I)] t(yf1 * ... * yfy 
- (gl * . . . * XE”) t[(yF * ... * yp> -f(yl”l’ *.a yjla”‘)], 
oh t est homogene de degre p dans T(M); u est un element de Jtn+ap) dont il faut 
montrer que la classe dans Ecn+a8) est nulle. Or: 
u =f(y, bl’ . . . yph’)[x4’ * . . . * @ _ J&l1 . . . xd)]t 
q.&l . . . rakl XI; ) t[-yfl * ‘.. * yp -f(y[pl’ .- yjp”‘), 
est en fait dans Jtn+*) d’oh le resultat. Pour (ii) le resultat est clair: 1’CgalitC voulue 
est vraie dans Jcn+n done a fortiori dans En+, . 
Comme par hypothbe I(M, n) est la n-structure universelle sur M, on a une 
application T(M)-lintaire unique E : I(M, n) --+ E telle que : 
e(xy * ... - h’ . . . * xgy = xp * .‘. * x2 -f(X1 [a,1 xk 1. 
Nous allons construire l’inverse de E. Soit pour cela dk : J(r) + Tk la composee 
de la projection naturelle de ]ck) sur ok M et de l’injection de Ok M dans Tk . 
On a dk(Jtk,) CI(M, r~)~ 0” M et ainsi dk induit: 
6, : E,c -+ &(M, n)/I,-,(M, n). 
Comme I(M, rz) est grad&e en tant que A-module, on obtient ainsi 6: E--t 
I(M, rz) qui est naturellement T(M)-lineaire et compatible avec les n-structures. 
On en deduit aisement que 6 et F sont inverses et done que 6, est un isomorphisme 
de A-modules. Ainsi Jck) - J(k--l) est exactement l’ensemble des elements de 
Jtr) dont la composante homogene de degre k est non nulle. On a done Jcrc) = 
J(f), Tk = Jk et, comme par construction meme T,-, + Jck) C T,-, + 
Ik(M, n), on a 1’CgalitC cherchee. 
2.4. THBORBME 2. Si M estplat, I(M, n) est la n-structure universelle sur M. 
Comme I(*, n) commute a la limite inductive, il suffit de le montrer si M est 
libre : soit done (e&, une base de M, I totalement ordonne. On sait ([6]) que 
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I(M, n) est engendre par les elements sptciaux to*t’ oh t et t’ sont des monomes 
en les ei et u* le symetrise minimal d’un monome e%; * “4; * *** . ez , 
et1 * ... * e:; , C 01~ = n et les ei. Ctant deux a deux distincts. Si p(u) est le $1 
monome minimal d’un Clement special u, la relation p(u) = &u’) est une Cqui- 
valence entre elements speciaux et une base de I(M, n) est formee d’un systeme 
de representants pour cette relation. On dira qu’un Clement special u = to*t’ 
est bon si, pour tout ur = tlal*t,’ equivalent a u, la longueur de t, est superieure 
ou Cgale a la longueur de t. 11 est clair que toute classe d’equivalence contient 
un bon Clement et un seul. On a done le : 
LEMME. Les bons elements speczaux forment une base de I(M, n). 
Soit maintenant E une n-structure sur M, on va definir une application F 
de I(M, n) dans E, T(M)-lineaire et compatible avec les n-structures: si g 
designe l’application de r,(M) dans E, on definit F sur les bons elements par 
F(tu*t’) = tg(u*) t’ ( en identifiant r,(M) et son image dans on M) et on 
prolonge F a I(M, n) tout entier par A-linearit&. La seule chose a verifier est la 
T(M)-IinCaritC: la T(M)-1 inCarite a droite est Claire car si u est un bon Clement, 
uei l’est encore (c’est pour cela qu’on a fait ce choix parmi les elements speciaux). 
Pour la T(M)-1inCaritC a gauche, il suffit de considtrer u = to* un bon Clement 
et on veut montrer que F(e,u) = eiF(u): si eiu est bon, c’est vrai. Sinon, deux cas 
se presentent: si t est vide, on utilise la seconde serie des relations de 2.2. dans 
I(M, n) et dans E; si t est non vide, on utilise alors la premiere serie des relations 
et on raisonne par recurrence sur la longueur de t. 
COROLLAIRE 1. Si M est un A-module plat, le grad& associe’ a l’algkbre 
C(M, f) est isomorphe a A(M, n) quel que soit la forme polyndme de degre’ n f. 
COROLLAIRE 2. Si M est libre (resp. projectif, @at), C(M, f) est libre (resp. 
projectif, @at). De facon precise si (ei)iel est une base de M, I totalement ordonne, 
C(M, f) a pour base les mondmes p(eil) *** p(ei,)(p designe l’application canonique 
de M duns C(M, f )) oh l’ensemble des indices {il ,... , ie} ne possede aucune suite 
croissante de n indices constkutzfs. L’algebre C(M, f) est Jidele et M s’injecte duns 
son algebre de Clifford. 
C’est une consequence des Theoremes 1 et 2, en utilisant en outre le resultat 
de [6] sur la base de I’algebre n-exterieure d’un module libre; cela montre en 
particulier que si n > 3 et Card 1 > 2, ces algebres ne sont pas de type fini 
en tant que modules. 
Remarque. Si n = 2, f est une forme quadratique; le resultat sur la structure 
de module de C(M, f) Ctait connu dans le cas libre. La demonstration de N. 
Bourbaki [I] montre que si F est une forme bilineaire sur M, l’application 
X, est un isomorphisme de A-modules de J(Q) sur J(Q’) oh Q’(X) = 
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Q(X) + F(x, x), x E M. En passant au gradue associe, on voit que cF induit un 
isomorphisme T(M)-lineaire de E, sur Eo, . Ainsi on a : si 2 est inversible 
dans A, I(M, 2) est isomorphe (en tant que 2-structure) a E, quel que soit la 
forme quadratique Q sur M ce qui permet aussi d’obtenir encore le Corollaire 
1, bien qu’il ne soit pas certain que I(M, 2) soit la 2-structure universelle sur M. 
3. LES INVARIANTS B ET C: EXEMPLES 
3.1. 
Nous construisons suivant le modele de [2], un invariant associe a un A- 
module, dont la nullite assure de la validite des corollaires 1 et 2 de 2.4. Soit M 
un A-module et 0 -+ Q -+ P + M -+ 0 une suite exacte de A-modules oh P 
est libre. On dtsigne par Q* (resp. Q) l’ideal bilatere de A(P, n)(resp. T(P)) 
engendre par Q : on a le diagramme commutatif suivant: 
0 0 0 
1 1 1 
0 --- I(P, fz), Q -+ g -a Q* ---30 
1 1 1 
0 p---f I(P, 72) -- T(P) -+ A(P, n) ------f 0 
I I 
+ 
0 -----f I(M, n) --j T(M) - A(& n) - 0 
1 1 1 
0 0 0 
Soit x = (x1 ,..., xk)EPk,Iunesuited’entiersp+l,...,p+h, 1 <p + 1 < 
p + h < k et oli des entiers strictement positifs tels que & cy( = n. On note 
~1,(~,.....~,)(4 1’~lh-m 3 - x,(x”,:~ * =?I *** * Xp+k > %+h+l *** xk de I(P, n). Soit 
2 le sous A-module de I(P, n),Q engendre par les elements w;,,,,(x; y) = 
w,,(,)(x + y) - W,,(~)(X) oh x E Pk et y E Qk : on drifie immediatement que Z 
est bien contenu dans I(P, n),Q. Posons alors B[M, n) = I(P, n),g/Z et 
C(M, n) = I(P, n)/Z . Notons que B(M, n) et C(M, n) sont de facon naturelle 
des T(M)-bimodules car si u E I(P, n) et y E Q, uy et yu sont dans Z. En effet, 
on peut prendre u = w,,(,)(x) avec x = (x1 ,..., xk) E P” : yu = wI’,(,)(z) oh 
z = (Y, Xl ,***, xk) E Pkfl et wI,,(,j(z) = zu;,,(,)(x’,y’) oti x’ = (0, x1 ,..., xk) ety’ 
(y, O,..., 0). On a done la suite exacte de T(M)-bimodules 0 + B(M, n) -+ 
C(M, n) - I(&‘, tz) + 0. On verifie facilement que B et C, comme le suggere 
la notation, ne dependent que de M et non de la suite exacte choisie 0 + Q --f 
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P /+ M -+ 0. Let T(M)-b imodule C(M, n) est muni d’une n-structure de facon 
canonique; soit .pll a*. ~31, xi EM, Cf=, (Y~ = n un generateur de P,(M) et 
notons yi et yi’ deux p&images de xi dans P. On voit aisement que 1’ClCment 
yp* . ..*yp-y.a1* . . . * y;pk est dans 2 : sa classe dans C(M, n) ne depend 
done que de xp11 *** ~9~1; il est done clair qu’on d&nit une application lineaire 
de P,(M) dans C(M, n) en voyant xpl *.. .p] sur la classe de yp ;k ... * yp. 
Les conditions (i) et (ii) montrent que cette application fait de C(M, n) une 
n-structure sur M. On voit alors que la &he naturelle de C(M, n) sur I(M, n) 
est compatible avec les n-structures. 
3.2. THBOR~ZME 3. C(M, n) est la n-structure universelle SW M. 
En effet, soit E une n-structure sur M; a l’aide de la surjection de P sur M, 
avec P libre, on en fait une n-structure sur P qui se factorise d’apres le theoreme 
2 en un T(P)-homomorphisme de I(P, n) dans E qui est nul sur 2. On en deduit 
un T(P)-homomorphisme qui est en fait T(M)-lineaire et qui respecte les n- 
structures de C(M, n) et de E. 
COROLLAIRE 1. Les conditions suivantes sont equivalentes: 
(i) B(M, n) = 0; 
(ii) I(M, n) est la n-structure universelle sur M. 
COROLLaIRE 2. Si M est plat, B(M, n) = 0. 
COROLLAIRE 3. Si B(M, n) = 0, pour toute forme polyno”me f de degre’ n sur 
111, le grad& associe’ a C(M, f ) est isomorphe a l’algkbre n-exterieure de M. 
3.3. EXEMPLE. Soit I un ideal de A et M = A/I; utilisant la suite exacte 
0 - I - A -+ M -+ 0, nous allons calculer explicitement B(M, n) et C(M, n). 
T(P) est l’anneau des polynomes A[X], I(P, n) est I’idCal (X”), g = (1X) et 
I(P, n)n & = (lXn). Comme I(P, n) QC 2, on a clairement 2 3 (lXn+r). 11 
suffit de calculer la composante homogene de degre n de 2. Rappelons qu’on 
appelle D,(1) l’ideal engendre par les elements C,V, p > 1, i EI (C,p = 
n !/ p!(n - p)!) (cf. [4] pour la definition et les principales proprietes des DJl)). 
Remarquons qu’on a les inclusions nI C D,(I) C I. 11 est facile de voir que Z est 
Cgal a (Dn(I) X%) + (1X n+l en regardant les elements homogenes de degre n. ) 
On a done B(A/I, n) = 1/D,(1); il est facile de trouver des exemples oti Dn(l) 
et I different: on prendra par exemple A = Z, I = aZ et n = a. Alors Dn(l) = a2Z 
et B(A/I, n) = Z/aH. Dans le cas general, posons A’ = A/D,(I) et considerons 
P,(M). On a P,(M) = A’ en tant que A-module et que A’-module; l’application 
identique de P,(M) est une n-forme f si on considere M comme un A’-module. 
On voit alors que C(M, f) = (A/I)[XJ(X” - 1) a pour grad& associe 
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(A/.Z)[X]/(X”), alors que JIM, n)(oh M est encore considere comme un A’- 
module) est (A/D,(I))[Xj/(Xn, IX); ces deux algebres different en degre 0. 
La n-structure universelle C(M, n) est ici l’algebre tensorielle de M consider& 
comme A’-module, (A/D,(I))[Xj/(IX). 
3.4. 
L’exemple precedent peut encore Ctre developpe. Soient Ir et I, deux ideaux 
de A et M = A/I1 @ A/I, . Un calcul facile montre que la composante homogene 
de degre n de B(M, n) est Cgale ?t: 





Dans le cas des formes quadratiques, n = 2, on peut calculer entierement 
B(M, 2). Soit M = oAEn A/I, un module, somme directe de modules mono- 
genes et supposons A totalement ordonne. Le resultat qu’on obtient est le 
suivant: soit K un entier > 2 et Fk l’ensemble des applications croissantes f de 
{l,..., k} dans A qui posdde un seul palier (i.e. il existe un indice h, et un seul 
tel que f (h,) = f (h, + 1)). Pour f EFk , appelons 
R, = 4~1) + *** + 4~ 
et 
s, = I,(l) + *.- + Ifh-1) + 4&L,,) + h1+2) + ... + If(k) * 
Alors B(M, 2)lc = OrBF, R,/S, . Si 2 est inversible dans A, D,(I) = I pour tout 
ideal I et done B(M, 2) = 0 pour tout module M somme directe de modules 
monogenes. Un argument analogue a celui de [2] montre que: 
PROPOSITION. B(M, 2) = 0 pour tout module M SW un anneau de Dedekind 
dans lequel2 est inversible. 
Comme le montre I’exemple de M = Z/22, consider& comme Z-module, 
l’hypothese 2 inversible est bien necessaire. Par contre l’hypothese “de 
Dedekind” n’est probablement pas necessaire du fait du theoreme rappel6 en 1 .I. 
Notons encore que si M est de type fini, engendre par n elements, A*(M) est nul 
si k >, n + 1; cela permet de montrer que B(M, 2)h = 0 d&s que h > n + 2 et 
on peut fabriquer des modules M tels que B(M, 2)2 ,..., B(M, 2),+1 sont tous 
non nuls pour toute valeur de n (il suffit pour cela de prendre M = A/I @ An-l 
et l’on a B(M, 2)b = IIDS pour tout k tel que Fk # 0, i.e., 2 < k < n + 1). 
3.5. PROPOSITION. Soit M un module dont le groupe abtYien sous-jacent est 
uniquement divisible: B(M, 2) = 0. 
Tous les A-modules p, I(P, n), 2 *** sont grad& et il suffit done de montrer 
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que B(M, 2)= = 0 p our tout entier p. Comme le groupe symCtrique S, opkre 
naturellement sur 0” P, il fait de meme sur gP , I(P, n), et sur B(M, n), . Si 
u E qp, n), 9 Ls, E (4 44 = 0 : comme u = z:i ciui oti les ui sont des 
ClCments spkciaux, il suffit de le montrer si u = ta*t’ est spCcia1. Alors il existe 
une transposition T telle que ~(24) = 24 et 
en dksignant par A, le sous-groupe des permutations paires. 
Supposons maintenant que n = 2. Si u E &, quel que soit 0 dans S, , 
u - c(u) u(u) E 2. Supposons d’abord que u est une transposition d’C1Cments 
conskcutifs. u est somme d’C1Cments uj = xlj ..a qj ... x,i oh xkj E P et qj EQ 
et uj + u(ui) est de l’une des deux formes suivantes: xlj *.* qi ..* (xhi * x{+J .+- x,i 
ou x,j -** (Xhj * qj) **- x, . j Dans les deux cas, c’est un ClCment de 2. 
Dans le cas gCnCra1, u = 7g * a.0 * 71 oh les rj sont des transpositions d’ClC- 
ments cons&&ifs. On a 1’CgalitC: 
k-l 
24 - e(u) u(u) = c (-l)i [Ti * ... . 7&L) + Ti+,Ti “. . T1(U)] 
i=O 
qui est un ClCment de 2 car 7i * *.a * ~~(21) E QP . 
Maintenant soit u E (I(P, 2)J& . p!u = &SP (u - c(u) U(U)) est dans 2. 
Si (Y est un ClCment de B(M, 2), , p! or = 0. Comme M est uniquement divi- 
sible, l’homothktie de rapport p! est inversible dans M et done dans B(M, 2), , 
ce qui entraine la nullit de B(M, 2), , et ceci quel que soit I’entier p. 
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